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Аннотация.  В настоящей статье доказываются новые оценки снизу и сверху 

для полных многочленов от двух переменных. Изучаются особенности отображений, 

определяемых одночленами рассматриваемого многочлена. Оценки снизу и сверху, 

установленные для показателя сходимости достаточно близки и дают возможность 

определить значение показателя сходимости с точностью до 2. Метод оценки 

основывается на формулу для особого интеграла проблемы Терри, выражающую 

значение интеграла через поверхностный интеграл специального вида. 
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1. Введение.  Пусть  
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-некоторый полином от двух переменных x  и y  с действительными 

коэффициентами. Под особым интегралом двумерной проблемы Терри 

понимается интеграл 
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Показателем сходимости k  называется такое действительное число 

0 , для которого при k2  k  расходится, а при k2  сходится. 

Проблему нахождения   для одномерного случая поставил Хуа Ло – кен 

([2]). Эта проблема была решена в [4-7, 25, 26]. Авторы, вводя понятия 

полного и неполного полиномов, выяснили, что значение показателя 

сходимости зависит от вида полинома. Создавая теорию кратных 

тригонометрических сумм, авторы работ [4-7, 25-26] пришли к 

многомерному аналогу проблемы Терри, в связи, с чем они поставили вопрос 

о показателе сходимости особого интеграла k  многомерной проблемы ([4-7, 
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10, 11, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 27]). В [5, стр. 50] доказана общая теорема, из 

которой для нашего случая следует оценка сверху ),max( mnN , где 

1)1)(1(  mnN . В [15] приведена оценка сверху, которая для (2) дает 

следующую границу  

2/)1)(1)((2  mnnm . 

В настоящей работе получены принципиально новые оценки показателя 

сходимости проблемы Терри для k , уточняющие ранее известные 

результаты. Сформулируем основные результаты. Пусть n и m- натуральные 

числа, 1mn . 

ТЕОРЕМА 1. Интеграл k  расходится для натуральных k  таких, что 

2/)1)(1)((24  mnnmk . 

 ТЕОРЕМА 2. Интеграл k  сходится для натуральных k  таких, что 

2/)1)(1)((24  mnnmk . 

 Из этих теорем следует, что k  расходится при 0kk  , и сходится, если 

0kk  , где  8/)1)(1)((2/10  mnnmk . Следовательно, 222 00  kk  . 

Весьма вероятно, что точное значение показателя сходимости равно 

4/)1)(1)((1  mnnm . 

 

 2. Основные определения и леммы.  

 

 Определение 1. Матрицу  А ранга    мы называем матрицей структу- 

ры ),...,( 1 q , если ее можно представить в виде блок-матрицы 

),...,( 1 q

t AAA 

 

для которой выполняются следующие условия:  

1) jjArang  , причем все строки этого блока линейно независимы;  

2) если к блоку  jA  присоединить первую строку блока 1jA , то его ранг 

остается неизменным.  

Пусть 0N  обозначает множество всех неотрицательных целых чисел. На 

этом множестве определена операция сложения и алгебра ,0N  является 

коммутативным моноидом. Рассмотрим алгебру ,0

r
N , в которой операция 

определена покомпонентно. 

Определение 2. Порядок   мы называем нормально-лексикографи-

ческим (коротко н.-л.) порядком, если выполнены соотношения:  

 irijrjirijrj kkkkkkkk  1111 ),...,(),...,(  

)),...,(),...,(( 11111 irijrjirijrj kkkkkkkk    

где  1  обозначает обычный лексикографический порядок. 
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Пример. Следующее множество пар представляет собой н.-л. возрас-

тающую последовательность:  

M={(0,1), (1,0), (0,2), (1,1), (2,0), (0,3), (1,2), (2,1), (0,3)}. 

Утверждение 1. Алгебраическая система ,,0 
r

N  является упор-

ядоченным моноидом, в котором линейный и строгий порядок   удовлет-

воряет соотношению: 

))(,,,( 0 dbcadbcadcba r  N . 

Докзательство. Пусть ),....,(),,....,(),,....,(),,....,( 1111 rrrr dddcccbbbaaa  .  

Рассмотрим два случая: 

1) ;1111 rrrr ddbbccaa     

2) ;1111 rrrr ddbbccaa     

В первом случае имеем: ;1111 rrrr ddccbbaa    т. к. из 

соотношения db   следует, что если  
rr ccaa   11
, то  

 rr ddbb  11 .11 rr ddbb    

Таким образом, в обоих случаях dbca   . Рассмотрим теперь случай 

2). Пусть условие  rr ddbb  11 rr ddbb   11
 выполнено. Тог-

да 
rrrr ddccbbaa   1111
 и требуемый результат сле-

дует из свойств порядка. Утверждение 1 доказано.  

Определение 3. Пусть задан многочлен ],...[),...( 11 rr xxxxF R . Мы гово-

рим, что его члены расположены по н.-л. порядку, если множество M 

кортежей, составленных из степеней одночленов является н.-л. упорядочен-

ным множеством. Одночлен, соответствующий высшему члену множества 

M мы называем старшим членом многочлена.  

Следующее утверждение является прямым следствием утверждения 1.  

Утверждение 2. Старший член произведения двух многочленов равен 

произведению старших членов этих многочленов. 

Лемма 1.5.1. Пусть задан одночлен rk

r

k
xax 1

1
 c ненулевым множителем a 

и положительными показателями 0,...1 rkk . Тогда матрица Якоби системы 

координатных функций градиента этого одночлена имеет максимальный 

ранг для всех точек x , за исключением точек, у которых хотя бы одна из 

координат равна нулю.  

Обозначим через 
nM  транспонированную матрицу показателей т. е. 

.
01201

21010
= 









m

n
M n 

  

 Lemma 1.  Если число столбцов этой матрицы является четным числом, 

то она имеет структуру ,2)(2,2, , в противном случае -структуру ,2,1)(2,2, . 

 Доказательство. Рассмотрим два случая: 1) число столбцов 
nM  

является четным числом; 2) число столбцов 
nM  является нечетным числом. 
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1) Разобьем матрицу 
nM  на блоки порядка 2. Назовем блок блоком 

ступени k , если сумма элементов каждого столбца равнаь k . Остальные 

блоки назовем смешанными. К примеру блоки 




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



34

10 , 




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
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12

32  принадлежат 

ступени 4, но блок 









50

04  является смешанным. Все смешанные блоки имеют 

вид 









10

0

k

k  (если mk 1 ), или вид 







 

m

mkk

0

1  (если mkn >11  ), или 

же вид 













mnk

mkn 1  (если nknm >1 ). Так как   

0,>)(=
1

det 2 amnaaamannm
ma

amnn







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то смешанный блок невырожден. Блок ступени k  имеет вид 













1

1

bb

aa , где 

0,=  akba . Все они также невырождены и лемма доказана для случая 1). 

В случае 2) все сказанные выше остаются в силе для первых всех 

1n столбцов  
nM . Поэтому, лемма 1 полностью доказана.  

Замечание. В [17] матрица коэффициентов (3) удолетворяют условиям 

леммы 1, что без доказательства было принято в [17].  

 

3. Вспомогательные утверждения. 
 

Лемма 1. Пусть в ограниченной замкнутой области   n –мерного 

пространства задана непрерывная функция )(xf  и непрерывно дифференци-

руемые функции )(xf j , где  j=1,…,r, (здесь nr  ), такие, что матрица Якоби 

имеет всюду в   максимальный ранг. Пусть, далее ),,( 1 r   и найдется 

внутренняя точка 0x  области   такая, что .)(,...)( 01101 rxfxf    

Тогда имеет место равенство 

 







)(1

)()(



Mr

r

G

ds
xfxdxf


, 

где )( - подобласть, определяемая системой неравенств 
jj xf )( , M - по- 

верхность, определяемая системой уравнений 
jj xf )( ( rj ,,1 ), а G -   

определитель  Грама градиентов функций  )(xf j
,  т. е. ),( ji ffG  . 

 Замечание.  Следует заметить, поверхностный интеграл в утверждении 

леммы берется в «несобственном» смысле, и дифференцирование в левой 

части последнего равенства берется в одностороннем смысле, т.е. изнутри 

области  )(  см. [3, 15, 16, 17, 19]. 
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Следствие. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда имеет место 

равенство 

  



1

1

,)(......)( 1

M

m M

M

m

r
G

ds
xfduduxdxf

r

r

 

где )(,)( uMMMxfm jjj   - поверхность, определяемая системой  ,jj fu   

,1j …, ,r  а G - определитель Грама градиентов функций, определяющих  М. 

Лемма 2. Пусть поверхность М определена системой уравнений 

,0)(

...

,0)(1





xf

xf

r

 

где  ,),...,(, 1

n

n Rxxxnr  – ограниченная и замкнутая жорданова 

область и функции )(xf j
непрерывно дифференцируемы в некоторой 

открытой области 0  включающей внутри себя  . Пусть )(xGG  – 

определитель  Грама градиентов функций ),(xf j   не равный нулю в  . 

Пусть, далее, преобразование координат )),(xx   взаимно однозначно 

отображает некоторую область   в область  , с не особой матрицей Якоби  

 

njij

ix
QQ





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,1

)(


 , 

имеющей непрерывные в     элементы. 

 Тогда для любой непрерывной  функции ),(xf  имеет место формула 

),det(

,))((det)(

JQJQG

G

d
xfQ

G

ds
xf

tt

M M




 




  

где M прообраз поверхности  M  при этом преобразовании, d  - элемент 

площади M   в координатах   , J –матрица Якоби системы функций  f1,…,fr. 

Лемма 3.  Пусть ),( yxF  определен равенством (1). Тогда при  Nk 2   

справедлива формула 

,)2(
0





G

dsN

k   

где поверхностный интеграл берется по поверхности  , определяемой сис-

темой уравнений 

,022121   kkkk xxxxxx   

,022121   kkkk yyyyyy   

  

           ,02222112211  
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k

j

k
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k

j
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k

jiji yxyxyxyxyxyx          (3) 

  
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,02222112211  
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k
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k

m

k

n

k
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k

n

k

m

k

n

k

mnmn yxyxyxyxyxyx   

в k4  - мерном единичном кубе, 1)1)(1(  mnN  выражает число мономов 

полинома ),( yxF , а 0G - определитель Грама градиентов функций, стоящих 

на левых частях системы (3), т.е. )det( 000 AAG t  и 


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1

111

1

1

0

101010

010101

m
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n

k

m

k

n

k

mnmnmnmn

j

k

i

k

j

k

i

k

jijijiji

ymxynxymxynxymxynx

yjxyixyjxyixyjxyix
A













. 

Лемма 4. При условиях леммы 2 имеет место формула 

  






 













 nm

a

NN

k dadadsN ......)2/1(2 01

)(

2/  

где )(),,...,( 01   nm  - часть поверхности, определяемой в 4k - меном  

единичном кубе системой уравнений (3) и неравенством 


























k

j j

jj

j

jj

y

yxF

x

yxF2

1

22

,1
),(),(  

где Г – гамма-функция Эйлера; эта формула понимается в том смысле, что 

если сходится одна из двух частей, то сходится и другая. 

Доказательство получается из леммы 3 и известного соотношения  

  


 


1

012/

1

0

0

)12/(
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(см.[9, стр. 125]) где А0 означает матрицу Якоби системы функций ijf . 

 Лемма 5. Пусть ),,...,,( 2211 kk yxyx  произвольное решение системы (3). Тог- 

да для произвольных действительных a и b ),,...,,( 2211 byaxbyax kk   также 

будет решением системы (3). 

 Доказательство. Возьмем произвольное уравнение системы (3): 
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Имеем: 
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Поэтому, полагая  1s  при  s ≤ k  и   s = -1 при   s > k  получим: 
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Внутренняя сумма по s  в правой части (5) равна нулю при любых указанных 

r и t . Лемма 5 доказана. 
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Лемма 6. Пусть выполнены условия леммы 5, а )(00 xGG   определен 

леммой 3. Тогда для любого вектора  ),,...,,( babaa   имеет место равенство 

G0( х ) = G0( х + а ). 

Доказательства этих вспомогательных утверждний можно найти в [14, 

15, 16, 17]. 

 

4. Доказательство теорем 
 

Доказательство теоремы 1. Будем воспользоваться леммой 4. Пусть Е – 

множество тех (x,y) из единичного квадрата, для которых
ky
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Обозначим через )(  часть поверхности )( из леммы 4, лежащую в 

декартовом произведении  Е
2к
. Тогда на )(  условие  
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можно опустить, т.к. для любого k

kk yxyx 2

2211 ),,...,,(  имеем: 

1
2
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Поэтому, 

  

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















 .......)2/1(2 01

)(

2/

nm

NN

k dddsN 


 

Здесь уже )(  определяется лишь системой (3) в E
2k

 . 

Перепишем полином ),( yxF  в ином виде, используя ряд Тейлора в точке 

),( 21 uuu  : 

  
 
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Тогда,   
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Пусть для всех коэффициентов )(s  (кроме 
nmmn  ),( ) имеют место 

неравенства 

                                  1211,0)(



ss

сPs ,                                 (7) 

при 121  ss  и некоторых 0P  и 0c . Если для старшего коэффициента 

nm  выполняется неравенство 

                              1112   mn

nm

mn cPсP  .                      (8) 
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тогда при  
1

1

1 uxPu   ,
2

1

2 uyPu    будем иметь 
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Полагая 122 ))(2(  mnknmc , можно заметить, что при условиях (8) такие 

точки  ),( yx  принадлежат E , т. к. в этом случае 
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Из равенства (6) сравнением коэффициентов получаем 

),,1(),(),1(

),,1(),(),1(

1

1

mnmnumn

mnmnumn








 

,),()(),1(),1( 11 Rmnuumnmn    

где 

 .),1(,),1(max2 mnmnR    

Пусть 1u   и  1u  будут дробями вида 
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PPP ,,,1,1 1111   - натуральные. Если при ),( mns   

,1,0)(
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то будем иметь 
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

 mnP
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

  

где 2/),(),(,1 1 mn

nm сPmnmn  . Поскольку ,111    то из этого сле- 

дует 

                                ),1(),1( mnmn   ,                          (10) 

т.е. в сделанных выше предположениях разложения (6), в разных точках  u  и  

u   соответствует различным   . Пользуясь этим оценим  
k  снизу. 

Имеем: 
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здесь область m  определяется условиями (7-8). Промежутки изменения пе-

ременных jj yx ,  разобьем на mP  частей, точками 2,1,,...,1,/  iu mimii  . 

Представим  ),( jj yxF   в виде (6) с 2,1,/  iu mii   в каждом куске )(, m  

поверхности )( , определяемой условиями ,
1 11
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kj 2,...,1 . При каждом  , мы лишь уменьшим поверхностный интеграл, 
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заменяя его суммой интегралов по этим кускам. При этом m  разобьется на 

части ),(, 21,   m  в соответствии с таким разбиением 

;,
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здесь  ,m  для каждого ),( 21    состоит из всех  , для которых 

выполнены условия (7) и (8). Таким образом, получаем: 
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Как показано выше, при условиях (7) и (8) имеет место (10) т. е. области ин-

тегрирования по  , для различных пар ),( m , не пересекаются. Сравнивая 

коэффициенты в (1) и (6) замечаем, что 

tqsp
n

sp

m

tq

tqsp

st uuqp
t

q

s

p


 



















 21),()1(            (12) 

Упорядочим наборы ),( ts  таким образам: если tsts  , то набор 

),( ts  предшествует набору ),( ts  ; если tsts  , то сравниваем первые, 

а затем вторые компоненты, и когда ss   или ,, ttss   то будем считать, 

что набор ),( ts  предшествует набору ),( ts  . При таком упорядочении 

соотношения (12) могут быть записаны в следующей матричной форме 

, U  где   вектор с компонентами st , а  - вектор с компонентами 

),,( ts  взятыми в только что введенном порядке по убыванию. Из (12) 

видно, что каждое уравнение на правой части содержит все «старшие» 

наборы индексов ),( qp  начиная с ),( ts , причем коэффициент при ),( qp  

равен 1. Это означает что U – треугольная матрица с нулевыми элементами 

выше главной диагонали, а диагональные элементы равны 1: 
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Возвращаясь к (11), на правой части под интегралом, с переменными 

интегрирования nm ,...,10 , произведем  во внешнем интеграле замену 

переменных по формулам (12). Якобиан замены равен 1. Получим: 
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где  ,m
  образ  ,m  при этой замене переменных. Так как точки, лежащие на 

)(, m , принадлежат E
2k
, то на )(, m  переменные связаны лишь 

условиями (3), и неравенствами: 
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По лемме 5, всякому решению системы (3) соответствует серия решений 

,2,...,1),( ksaxx ss    

где )(a - произвольный вектор вида ,
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 т.е. в 

поверхностном интеграле по )(, m  можно произвести параллельный 

перенос на вектор )(a . Тогда мы получим кусок поверхности )(m , где 

переменные связаны лишь условиями (3) и неравенствами 

kjPyx mjj 2,...,1,,0 1   . 

Поэтому 
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Применяя лемму 1, в интеграле по )(m  произведем замену перемен-

ных 
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Он зависит лишь от системы (3). Теперь из (13) следует 

k   
 





 

1
10

2 10

1

0

242/ ...)2/1(2

mn
nm P

c c

N

m

Nk

m

NN ddN

 

    

≥     












 
 

0 0

2

)1)(1)((
24)1(24

;22 0 0,0

m m

mnmn
kmjiNkm

n

i

m

jij  

   
  



n

i

m

jij

ji
NN mnknmN 0 0,0

)1(
222/ )(2)2/1(2  . 



PROCEEDINGS OF IAM, V.14, N.1, 2025 

 

135 

 

Ряд по m будет расходящимся при 
2

)1)(1)((
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
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k , если только 

 > 0. Если 4mn , тогда найдется натуральное k такое, что 

Nkmnmn  24/)1)(1)((1 , 

т.к. 24/)1)(1)((1  mnmnN . Тогда система (3) имеет тривиальное 

решение с произвольными kk yxyx ,,...,, 11 , которых можно выбрать таким 

образом, чтобы 0G  не обращался в нуль. По теореме о неявных функциях 

система (3) определяет Nk 4 -мерное подмногообразие в некоторой 

окрестности взятой точки, где 00 G . Следовательно,  > 0.  

 Пусть теперь 4mn . Тогда либо 1mn , либо (в силу симметрии) 

1,2  mn . Докажем расходимость k  в этих случаях непосредственно.  

 Случай 1mn . Наибольшее k такое, что выполнено условие теоремы 

равно 1. Имеем xyyxyxF  ),( . 
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Применим равенство Парсеваля 
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Интегрируя по  , получаем расходящийся интеграл.  

 Случай 1,2  mn . В этом случае yxxxyyxyxF 22),(   . 

Рассмотрим интеграл 















 

2
1

0

1

0

),(2 dxdye yxiF  

        dxdydudve vuyxuxuvxyvyuxi

   


1

0

1

0

1

0

1

0

)]()()()()([2 2222  .         (14) 

Произведем замену переменных 22

4321 ,,, uxtuvxytvytuxt  . 

Матрица Якоби этой системы функций по переменным vuyx ,,, равна 





















0202

1010

0101

ux

uvxy

. 

Определитель D этой матрицы отличен от нуля, когда xu  . Следовательно, 

замена переменных взаимно – однозначна вне гиперплоскости xu   в 

четырехмерном пространстве переменных vuyx ,,, .Таким образом, интеграл 
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(14) является преобразованием Фурье функции 
)(21 22 vuyxieD  
, если 

рассмотреть ее как функцию от 4321 ,,, tttt : 















 

2
1

0

1

0

),(2 dxdye yxiF
4321

2

0

2

0

2

0

2

0

)(21][2 22
4321 dtdtdtdteDe vuyxitttti

   
  . 

Отсюда, как и выше заключаем, что при R  

04

2

0

2

0

2

0

2

0

2

43212

4
1

0

1

0

),(2         















D

dtdtdtdt
dddddxdye yxiF  . 

Интегрируя по  , получаем расходящийся интеграл. Теорема 1 доказана. 

Доказательство теоремы 2. Пусть теперь 2/)1)(1)((24  mnmnk . 

По лемме 3 

                                     


 ,)2(
G

dsN

k                                    (15) 

причем интеграл на правой части понимается в несобственном смысле. 

Уравнение  G0 = 0 определяет на  подмногообразие  меньшей размерности, 

кроме того, то, что оно имеет меру нуль, следует также из проведенных ниже 

оценок. Сходимость (15) мы получим из сходимости ряда  







1

;
n

n 




n
G

ds
n ,  

где n – часть поверхности , определяемая неравенствами ,22 22

0

2 GGG nn     

02
max GG

kE
 .  

 Оценим n . Сначала под интегралом произведем замену переменных по 

формулам kjvhyuhx jjjj 2,...,1;)2(,)2(   , где  2/)1)(1)(2(11  mnmn  

,2 nGh  . Матрица Якоби Q этого преобразования - диагональная  матрица 

порядка 4k, определитель которой равен (2h)
4k

. Так как 1)1( 



 ji
oji

, то 

по лемме 2 имеем ,)2()det( 0

22

000 GhAQQAG Ntt    причем 0G   имеет такой 

же вид, что и 0G , но только переменные интегрирования jj vu , меняются в 

пределах .)2(,0  hvu jj
 Тогда, обозначая n образ n при этом преоб-

разовании, d – элемент  площади преобразованной поверхности, получим 

.1
2

1
;)2( 0

0

14 


 


 G
G

d
h

n

Nk

n

  

Точки лежащие на n  удовлетворяют системе (3). По лемме 5 вместе с 

каждым решением ),...,( 21 kvuu   система (3) имеет также и решение 

),...,( 21 kvuu  , где .,),,,...,,(, Rbababaaauu   Точка u  может лежать 
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на 
n  если  hba 2, . Согласно лемме 6 )()( auGuG   на 

n  

( 0)/  aG ). Теперь возьмем подмногообразие 0

n  (для чего достаточно 

фиксировать переменные 
0101 , vvuu  ) размерности Nk 24  с макси-

мальной площадью такое, что n  получается из этого подмногообразия 

параллельными переносами на вектор a . Тогда  








 




1,

124

0

124

0
00

)2()2(

G

NkNk

n

nn

dh
G

d
hI 

        (16) 

Из элементов матрицы 0A  (заметим, что мы добавили две строки 

соответствующие уравнениям 
0101 , vvuu  ) составим новую блочную 

матрицу  0D  следующим образом. Пусть  l   наименьшее натуральное число 

такое, что  24  NkNl . Составим  l  подматриц порядка  N  из попарно 

различных столбцов матрицы 0A  и расположим эти подматрицы на 

диагонали (остальные элементы нулевые), причем одну из этих подматриц 

возьмем прямоугольным, так, чтобы 0D стала матрицей размера klN 4 . В 

качестве  l   достаточно взять  Nkl /4  (по условиям теоремы  l   1). 

Важно, что число ее строк не меньше размерности многообразия 
0

n .  Пусть 

lMM ,...,1
 подматрицы, из которых составлена  0D . Тогда имеем  

  ll

l

lq

q

t

q

lq

q

t

q

t llMMMMDD 
















 

11

00 )det()det(det .    

 Пусть 1, 2,…, m , lNm  являются сингулярными числами матрицы 

0D  (см. [12, стр. 270, или 13, стр. 79], [14]). Рассмотрим произведения из  

24  Nks   множителей: 

b1= 12…s,   b2= 2…s s+1 ,…, bm= m 1,…,s-1. 

Каждое сингулярное число входить в эти произведения равно  s  раз. Имеем 
lss

mm lbbb  )...(... 2121  . 

Тогда хотя бы одно из произведений,  а  именно, произведение наименьших 

сингулярных чисел, скажем  1b , удовлетворяет неравенству 
mlslb /

1

 . Пос-

кольку сингулярные числа являются алгебраическими функциями, то 

рассматриваемая поверхность разбивается на конечное, не зависящее от n 

число кусков, где неравенство вида 
mlslb /

1

  сохраняется для 

фиксированного произведения jb (скажем для 1b ). Оценим интеграл (16), 

замечая, что на некоторой части  
0

n   выполняется неравенство 
mlslb /

1

 . 
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Очевидно, mls

HbG

lHdd

nn

/

,1,

;

1
0

0
0





   . Оценим последний поверхностный 

интеграл. Известно, что единичный куб разбивается на конечное, не 

зависящее от n число подобластей, где система (3) допускает однозначную 

разрешимость, со свободными переменными 
241,..., Nk  [22, 24, 28]. Каждая 

такая область разбивается на не более, чем 









N

k4  подобластей, где один из 

миноров матрицы А0  принимает максимальные значения среди всех миноров. 

Пусть T общее число этих подобластей, 
0 -подобласть, где содержится 

макси-мальный кусок 
0

n  поверхности, 0 - соответствующая область 

изменения новых независимых переменных. Тогда переходя в поверхностном 

интеграле к независимым переменным, получим 


















Hb

Nk

Hb

dd
N

k
Td

n 101
0 ,

241

2/1

,

...
4



 .   (18) 

Сказанные выше замечания остаются в силе, если в качестве А0 принять 

матрицу  D0. Докажем, что в 0  возможна взаимно – однозначная замена 

переменных )(),...,(11  ss  , где ),...( 241  Nk , и сингулярные числа 

j , входящие в произведение b1, рассматриваются как функции  . Для 

этого достаточно доказать, что якобиан
),...,(

),...,(

1

1

s

s

D

D



  отличен от нуля. Пусть 

системы векторов )(),...,(1  mtt  и  )(),...,(1  mqq  суть сингулярные базисы 

матрицы D0 (см. [12, стр.271, или 13, стр. 80]), при этом ,,...,1,)( mjRt m

j   

miRq m

i ,...,1,)(  . Имеем следующие равенства ([1]):  

,,),,( 000 jjj

t

jjjjjj ttDqtDqtD                (19) 

j=1,…,s. Тогда  

.,,,,,, 00
0

00
0












































































 i

j

jj

t

i

j

jj

ii

j

jj

i

j

jj

ii

j q
tDqD

t
qt

Dq
tDq

t
Dqt

Dd



  

Используя равенства (19) и тот факт, что для произвольного единичного 

вектора  )(с  0, 













c

с

i
 (см.[27, стр.53]), мы получим следующее важное 

соотношение 

,,...,1,,...,1,0 sisjqt
Dd

jj

ii

j















 


 

показывающее, что векторы сингулярного базиса при дифференцировании 

сингулярного спектра (см. [12, 13]) ведут себя как постоянные векторы. 

Кроме того, эти соотношения показывают, что для матрицы Якоби данной 
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замены имеем ,)(
0

BDU 


  где 
0

D  транспонированная матрица Якоби 

системы функций (см. [1]), получаемая расположением строк D0  последова-

тельно в строку 

f11,…,f1m ,f21,…,f2m ,…,fm1,…,fmm               (20) 

(fij рассматриваются как функции от , а В–матрица размера m
2s, состоящая 

из столбцов  ss qtqt  ,...,11  принадлежащих тензорному  произведению  R
m 

 R
m
). Матрица 

0
D  как матрица размера  s  m

2
 имеет s ненулевых (см. 

ниже) сингулярных чисел, которым соответствуют s пар ортонормальных 

векторов в  R
s 

 и R
m 
 R

m
 , образующих сингулярные базисы. Отображение, 

переводящее столбцы В в векторы соответствующего базиса является 

изометрией подпространств в R
m 
 R

m
 и, поэтому, может продолжена до 

изометрии P  Q всего пространства (см. [7]). Тогда jj qQtP   при  j=1,…, 

s, будут векторами сингулярного базиса соответствующими ненулевым 

сингулярным числам. Следовательно, сингулярное разложение 
0

D  имеет 

вид QT, где Q и T  – ортогональные  матрицы порядков соответственно s 

и  m
2
, а  – ступенчатая   матрица, содержащая сингулярные числа матрицы 

0
D . Обозначим эти сингулярные числа ).(),...,(1  r  Оценим )( j  

снизу. sjj ,...,1),(2   являются собственными числами матрицы  
 00

DD t  . 

 Представим 
2))((det U  в следующем виде (см.[8, стр. 125]) 




 

1)(

1

11 ,...))((det

wU

rdwdwcU



  

где с – постоянная. Производя замену переменных wB , представим 

последний интеграл в виде поверхностного интеграла  




 

1

11

0

))((det





D

dscU . 

Производя, далее, ортогональную замену QPt   получим, согласно 

лемме 2, равенство  

                                           



00

2 det))((det DDU t                                (21) 

 Так как  
svvv  ...21

 
 являются сингулярными числами матрицы 

0
D  

(заметим, что сингулярные числа 
0

Dt   и 
0

D  одинаковы (см. [12, стр.270])), 

то по теореме Куранта – Фишера  ([22 стр.115]) i+1 –е сингулярное число iv  

(0 i s -1) представляется в виде  

                            10),(maxmin
11

2

1 
 

 siuRv
ss VV

i


                            (22) 
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где Vs-i пробегает все s-i мерные подпространства R
s
, u – все векторы этого 

подпространства, а )(uR  представляет собой отношение Релея ( [22 

стр.107]): 

 
),(

,
)(

00

uu

uuDD
uR

t




 . 

Теперь заметим, что 
0

Dt  - матрица Якоби системы (20) (дифференци-

рование проводится по  ). Поэтому, ее можно представить в виде 

)(( xDt )),(1 xDt  где )(1 xD - введенная выше «производная» от )(0 xD , а 

)(xD - матрица вида 

                               

1...00...

.................................

0...10...

0...01...

1

221

111

rrnr

rn

rn













                           (23) 

Тогда  
0

D = )()(1 xDxD tt    и полагая  uxDt  )(   представим отношение 

)(uR  в виде  

       .
),(

),(
)(

),(

),(

),(

),(
)( 1

11

uu
R

uu

DD
uR

t 










                      (24) 

 Очевидно, kR4  и строки матрицы )(xD  ортогональны к градиентам 

функций )(xf i
 из системы (3) (это известный факт анализа). Соотношения 

(22) теперь могут быть записаны в виде  
 

.
,

,
)(maxmin 1

2

1
11 uu
Rv

ss WW
i







 


 Причем 

isW 
– образ isV   при преобразовании ,)( vxDt   следовательно, является 

подпространством размерности s-i в  R
4к
, ортогональное к градиентам 

функций fj, j=1,…,4к-s,   пробегает все векторы этого подпространства. Из 

вида матрицы )(xD (см. (23)) видно что  

),,(),(),(),(),( 0 uuuuLuuuDuD tt           (25) 

где L0 – неотрицательно определенная матрица размера s  s: 
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4,4,1

111
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







. 

Из (24) и (25) получаем )()( 1 RuR   и, поэтому 

                                 
),(

),(
maxmin 112

1
11 





DD
v

t

WW
i

rr




 


                              (26) 

Если отбросить условие ортогональности Ws-i к градиентам функций fj  

j=1,…, 4к-s, то от этого min на правой части (26) может лишь уменьшаться. 
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Поэтому мы получаем 
),(

),(
maxmin 112

1
11 





DD
v

t

WW
i

rr




 


, где уже 
isW 
 – 

произвольное подпространство 
kR4

 размерности  s-i. Тогда правая часть 

последнего неравенства, по теореме Куранта – Фишера, даст нам  4к- s+i+1 

характеристическое число матрицы 
11 DD t . Следовательно, ,...... 4141 ksks aa    

где  а1  а2  …  а4к сингулярные числа матрицы D1. Таким образом, мы 

доказали неравенство ),()(det 1 xGU  где )(1 xG  обозначает произведение 

последних (наименьших) s сингулярных чисел матрицы D1. Теперь 

определим подобласть в 
0

n  с помощью неравенства 11 )( GxG  , при 

некотором, ниже уточняемом, положительном 1G . На оставшейся части 

имеем 11 )( GxG  . Обозначая 21,  площади соответствующих частей, 

получаем 

21

, 1
0

 
 Hbn

d . 

Имеем: 



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duduG
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где L – максимальное значение нормы матрицы D0. Интеграл на правой части 

неравенства (27) разобьем на сумму интегралов вида 
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Имеем H2-p
<ρ1L

s-1
, т.е. ρ1H2

-p
L

1-s
.  

Поэтому, 
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).)((22)(2 111211   ssspsssp pHLloqHHloqLpH  

Суммируя по всем p, из (27) выводим следующую оценку 

                            ssss cHLloqHG   )(2 111

1

1

1 ,                         (28) 

где  





1

1 .2
n

ns

s nc  Теперь из (18) следует 

  ))(2(
2

4
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111

1

1

2/1

1, 1
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Величина 2  может быть оценена точно таким образом, если известно, 

что 0)( 22 GxG , где )(2 xG  - произведение последних s сингулярных чисел 

матрицы 2D , получаемой из 1D  расположением ее столбцов в виде строки и 
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взятием транспонированной матрицы Якоби полученной системы функций. 

Следовательно, 222   , причем 2  оценивается,  как выше, через 2G  

и т.д. Продолжая таким образом, через несколько шагов мы установим 

неравенство 

,)(log 11)1/(1
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где mnd   - степень многочлена ),( yxF , а постоянная скрываемая под 

знаком << зависит только от d и k. Заметим, что величины 
11,...,, dGGH  

определяются равенствами 
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Теперь оценим 1dG снизу. Матрица 1dD  составлена из частных произ-

водных порядка d мономов m

k

n

k

mn yxyx 2211 ,..., . Легко видеть, что в каждой 

строке 1dD  содержится хотя бы один ненулевой элемент вида 

!!mn
yx

yx
mn

mnd




 . 

При этом, все остальные элементы соответствующего столбца равны 

нулю. Следовательно, 
11   d

t

d DD  диагональная матрица, определитель кото-

рой будет положительной постоянной. Итак ,)(log 11

1, 1
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)124( 0;2
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n Kn , 

а вместе с ним и особый интеграл сходится. Теорема 2 доказана. 

 

5.    Заключение. Из проведенного выше доказательства теорем следует, 

что матрица показателей данного многочлена играет важную роль. Несмотря 

на то, что особенности определяются функциональными определителями, с 

полиномиальными элементами, структура матрицы показателей является 

основным инструментом для проведенного выше анализа.  
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Abstract.  In the present paper, new estimates from below and above for complete 

polynomials of two variables are proved. Singularities of the maps defined by monomials 

of taken polynomial are studied. The lower and upper bounds established for the 

convergence exponent are quite close and allow to define the exact value of the 

convergence exponent with an error 2. The method of estimation is based on a formula for 

the special integral of Tarry’s problem expressing the value of the integral by the surface 

integral of a special form. 
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